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?A@B,CEDGFIH:J+KML6NPOQH,RTSJKMLU@V,W
∗ XZY[ DG\]FIB:J^R_V6`ZFaD †
bdcfeTg*hikjmlonTpfqrh%sutwvIqux qrhTs
h yzx {|s}x~s^gktwsuq}I~h
ZtwEhydZtwycfhTt
<{wftwy#fh%hGxcfh xcfhp,aIiwjw~fqususrh yi|wI4ji|*{wvwhG
,T Mf ww¡4¢ hvIqr£Ihz{|suvwtIqrycfg¤¦¥§twsrqupfhT{w{wp0¥§tI¨vIh pfhT{ws©xtIpayhªyg0{|yxcfqupfv*{|p!«qux~©¨cftM¬
ycfh<h ¥§twg¤{|px h#qrp¤ycfh<vIh pfhT{wsx {Ih<xT{|p¤hzqug*tM£IhTkycftw~fvIc0ycfhz~hzt|¥­qrpf¥§twg0{|yqutwp«hTqu£whG
¥§twg{|fft_ª«qrg¤{|yqutwpyc©{Mykx {wp®©hx twg0f~«yhTqrp¯twsupftwg0q}{|s6yqrg0hw° ¢ hqup£whGEyqrva{MyhychxtIg±
srh ªqryE¤t|¥,xtwpayhªyg¤{|yxcfqupfv*¬#q²yc!hT©hGx.yyt*ychoy{Myq²³©xT{MyqrtIpt|¥£_{wq}{|srhtxTx~fh px hTT´a¬#ch h
tI~f*g0{wqrpPhG~s²y{whyc{|y0y{Myq²³hGµx twpayh ªay*g¤{Myxcqrpfvq}¶zU±·x twg0fsuhyhw´Z~«yyc{My¤y{Myqr³hG
qugk~fsry{wpfh tI~og*tIp{wfqux0xtIpayhªy%g¤{Myxcfqrpvq}%qup¸6°¹¹«º¸»ºquhTa~fqu£_{wsrhTpayoyt¼Ey{|yqr³hTqugk~s²±
y{|pfhTtw~o¬tw¼g¤{Myxcfqrpv° ¢ h¤{|s}t/ctM¬:yc{|yoycfh0srqupfhG{|%{|pycfh¤c{|hT«±½suqrphT{|ox {Ih0{|hqup¾
{wp0t|¥­yqrg0hoxtwg0fsuhª«qryE
O(n3)
´{|p0yc{My£M{|q²yE¤i%xtIpayhªyg0{|yxcfqupfv©´w¬#cfhTh£_{wq}{|srhGUt«x x~¨{My
g0taEydyE¬#q}xhw´qu#¶zU±·x twg0fsuhyhw°
¿¼ÀaÁ]ÂÃkÄ MÅ,w¡ x twpayh ªydg¤{|yxcfqupfv´¬¨tIg0{|yxcfqupfv©´fEy{|yqr³©x {|yqutwp^´fx twpy{|qupaydtwsu£qrpfv
∗ Æ|ÇÈ·É Ê|ËEÌQËEÍÎÈ·ÉÏÑÐGÒrÓ.ÌQÔ<ÇÕQÍÎÖw×Ø_Ù Ú}Û¾Ù ÚÝÜ,ÓTËÞÕQÉ_ËÞÚ§ßÐGÍ àËÌÝá½Í Õ½âÕ×­ã«Ó.áQÕÝÒ}ÇÈ½Éä.ääå%æ.çG×]èÚ§é.ê.ê.ëìÆMÌ½ÇÐGÖ Òrí_Ì§Õ×­Ü,ËÌÝÔ<ÇÐî Ùï Ëð}ñIòÑó,ìåô§é.åÚÝõå.öÚ§ç.ö.ë.åõT×wÆ|Ç÷wñò}ó,ìåôÝé.åÚÝõå.öÚÑç.ö.åGäåG×aøfÚÑÔ<ÇÍÎð}ñ á½È·É_Çí_á½á·ù,ÖTÍ}Ù ÍÎÐGÒrÓ.ÌÝÔ<ÇÕ½ÍÎÖ|Ù í_Ð_Í Ú}ÒrÌQÇÐ_Ö Òrí_Ì§ÕÙ úGË
† ûfü6ý ÏÑþ ÿ©ÈEÓ.ðÎËdú_ËEá  ÍÎÐ_ËEáUú_ËÇÐ_ÈÞî×«éGäë ý í_ËdúGíØÇÌÝú_ÍÎÐ]ÓÕ·ÇÐ_Í í_Ë.×fÆ«Ú§ëìé.ê.ê	,ÍÎðÎðÎËEÌQáÝÚÑð
EáQÚÇÐ_ÈÞî ×wÆMÌQÇÐ_ÈEË.Ùï Ëð}ñIòÑó6æ.æô§æ.ö.æÚ§ë.öäõ]ä.ä.×MÆ|Ç÷wñò}ó6æ.æôÝæ.ö.æÚ§ë.ö+äõêGä.×|øÔ<ÇÍÎð}ñ áQÕQí_Ê|ËÌ½ù,ðÎÓ.ÌÝÍ ÇGÙ ÒuÌ
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 	 ¡ ¶ztw~#nGhTpIytwp#fhTz{wsrvItwq²ycfg0hTdtw~fzsrh%³©s²y{wvwh«hx twpayh ªayhT#suqupfnT{wqrhT#h yzvwnTpfn±
{|~fªoh y,pftI~,g0twpaytwpxtIg*g0hTpIy6suhT©hT¥§tIg¤{|p©xhTf{|p©suh¨xT{wvwnTpfn {|sa©hT~f£whTpayyhd{|g0nTsrqutwn hG
hTp~«yqrsuqu{|payzs qrp«¥§tIg¤{|yqutwp«nTqu£wnThk {|fft_ª«qrg¤{|yqutwp#xT{|s}x~fs}{|fsuhTzh p¼yh g0©tIsrpftIg0qu{wsQ°<¶ztw~
n y~fqrtIp*su{®xtIg0fsrh ª«q²yn«~ ³sry{|vIh!«h¼x twpayh ªayhT*{w*{|©tIy¾s}{®Ey{|yqr³©x {|yqutwpµfhT0t«x x ~f±
h p©xhTo«h*£M{|qu{wfsrhG ´hy4pftwyhknT~fs²y{My4fqrpx qr©{|s,hTy4a~fhsrh³sry{|vwh*«h0xtwpayhªyhGy{Myq²³nGzhGEy
¶zU±Þxtwg0fsuhyG°¤U{|xtIpayh*suh*³sry{|vwh¤qrg~fsry{|pn0fhxtwpayhªyhG%Ey{|yqr³nTog0twp{I«q}I~hTT´+a~fq¦h ~«y
{w~q yh#£~0x twg0g0h<suhd³s²y{wvwh<qrg~fsry{|pn<«h#g0t|y¨Ey{|yqr³nTT´|hGEy¨{|pU6°a¶<tw~©Ug0twpaytwpZ{|~q
a~fh4suh%x {wsuqrpnT{|quhh y<srh%x {I{|y{wvwn±·suqrpfnG{|quhtIpIy#f{wpdhy<a~fh4srhT~f<tIsr£M{wfqrsuqrynohTy#fnTxq}f{wfsrh
hTpyh g0
O(n3)
°¦p«³p+´^srh¤xT{w4«~³©s²y{wvwh0«h*x twpayh ªyhT4«h*£M{|q²yn0i§q½° hw°­txc{wa~fh*£M{|qu{wfsuh
h ~fyz{|f{w{uyh4{|~g¤{Mª«qugk~fg2fh ~«ª!¥§twq}hGEy#g0twpayn%¶<U±ÞxtIg0fsrh yT°
Ä G Â   	 0¡ ³sry{|vwh«hx twpayh ªayhTT´|³sry{|vIhz«hg*twyT´ay{Myq²³x {MyqrtIp^´ahGtIsr~«yqrtIp«hx twpay{|qupayhG
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»¨tIpayhªyUg¤{Myxcfqrpvoh ªyh p©f6³Ey±½tIfh 6g¤{Myxcqrpfv4ycfh<{_£M{|qusu{wfqusrqryE%t|¥­xtIpIyhªy¦£M{|qu{wfsuhT,¬#cfq}xc
g¤{_0hqupy{|payqu{|yhTa¤{*xtIpIyhªyT´Iyc©{Mydqud{%yh g ¬#q²yc!{kcftwsuhw°¦¹ay{|pf{w¤³y±·tw«hTZg¤{Myxcfqrpv
{wsrsutM¬<6twpsr ÑyhTg ¦£_{wq}{|srhG ´|£M{wq}{|fsuhT,yc{My¨g0{_©hzqrpy{wpayq}{MyhG0{o³Ey±½tIfh 6yhTg/° ¢ cfqusrh
ycfhTh¾{wh¼hTyquxyhGµyt®ycfh¸srhG{_£whG0t|¥{yhTg>{|pg¤{|yxctwpfsu{|vI{wqrp©EyxtIg0fsrh yh¾~f«yh g¤ ´
x twpayh ªy4£M{wq}{|fsuhT%xT{|p®t«x x ~f{w4g0twp©{w«q}x0twh {Mytwo{wpa¬#ch h*qupqufh{yh g{wp©hTg0qryycfh
g¤{|yxcfqupfvyt «hGx h p«hTh fsuµqup {¯qupfvIsrhyhT^° »¨twpayhªyg¤{Myxcqrpfvyca~©{|susrtM¬<0g~xcg0twh
¥§h hG«twgqrp®ycfhh suhTx.yqrtIp®t|¥<~«yhTg¤T´+¬#cfq}xc¯g¤{_¾h¤t|¥#~h0¥§twh ª«{wg0fsrh0¥§tIka~fh qrpv/{My{
yc{My%q}{_£M{|qusu{wfsuhqup¾ycfh0¥§twg tw¥{su{wvIhkyh g/´+suq)(Ih+*oº-, «t«x~g*hTpayT°/.tw%h ª«{wg0fsrhI´^¬h*g¤{_
¬#q}c¤yt*hTsrhGx.yycfhzyqrysuhTt|¥+{wsrs]~hGx.yqrtIpZqup!{xhTy{|quphGx.yqutwpt|¥{wp0*º-,¸«t«x~fg0hTpIyG° ¢ hox {wp
h ª«fhG¨ycfqu<aycfh%suqrphT{|<x twpayh ªydg¤{|yxcfqupfv0ftwfsuh g
X(section( 1325468789;:=<%>@?=AB;AC1 , Y (subsection(y, z)))) = s
¬#ch h
X
{|p
Y
{whx twpayh ªy<£_{wq}{|srhG<{|p
y
{|p
z
{|h4³y±·tw«hT#£_{wq}{|srhG °ED<hThhG{wxc¼~f«±
hTxyqutwp0t|¥]ycfhzhTx.yqrtIp0¬#q²yc¤yqrysuh 1324
68789;:8<>@?=AB=A1 ¬#qrsushT~fsry¦qrp¤tIpfh<tIsr~fyqutwp¤t|¥ychzg¤{MyxcfqrpvtIfsrhTg ¬#qryc
y
tw~fp©/ytqry<yqrysuh*{wp
z
ytq²yzx twpayhTpIy °<ºtwhvwhTpfh {|s+a~fhTquhT#ytf{|y{w{whT
g¤{_©h*hª«fhThT/{wpftwpsrqupfhT{wzf~fyoy{Myqr³hGxtIpIyhªyg¤{|yxcfqupfvftwsrhTg0T°F.twhªf{|g0fsuhw´¬¨h
g0quvwcay#c{_£wh%{0f{|y{|©{wh
db
qup/{0g*tIhFGh ªqufsuhH*º-,^±½suqI(who¥§twg¤{My#srqI(wh
.(book(.(author(a1), .(title(t1), nil))),
.(book(.(author(a1), .(title(t2), nil))),
.(book(.(author(a2), .(title(t3), nil))), nil))),
¬#ch hKJ
. L qu<{*fqup{wsuq}Eyx twpy~xytwyt¤h px tfh%£_{wq}{|srh%{|qryEw° ¢ hkx {wp!fq}x(tI~«y#ych%yqrysuhT#tw¥ycfh%tat(«dt|¥,{w~«yctw
a1
¬#q²yc¼{*a~fhT
X(book(Y (author(a1))))) = db ∧ X(book(Z(title(x))))) = db
¼sutt5(qrpv!{Myoych*~fyqry~«yqrtIp¾¥§tI
x
°kbdcfq}4I~h ¼qu4y{Myqr³hG­´]©hGx {|~©hycfhyE¬t!t«x x ~fhTpxhG
tw¥
X
c{_£whoycfh{wg0hoh ³fªt|¥6xtIpIyhªy#£M{|qu{wfsrhG#{|tM£whycfhTg/´f¬#cfq}xc!q}#h g0«yEcfh hw°
bdcfhGh/yE¬t¯hªf{wg*srhG¤cftM¬2yc{|y!xtIpayhªy¤g¤{Myxcfqrpv x {|ph¼~hTqug0qrs}{|su yt@*U{MycNM O
g¤{|yxcfqupfv4¬#cfq}xcq}6~hT*qrpychK*o¹;,«bµy{|p¥§twg¤{MyqrtIpsu{wpfvw~©{|vwhPM 
O«¥§tw*oº-,¼«t«x~g*hTpayT´|¬#cfq}xc
¬d{wtw~f!qrpq²yqu{wsg0t|yqr£M{|yqutwp ytPy{|y!y~faqupfv xtwpayhªy!g¤{Myxcfqupfv°RQÞp ycfhxtIpIyhªy!tw¥S*º-,
t«xhGqupfvycfh h¼{|h!twycfhT¤ftI©tahG¯¥§tIg¤{|suq}g¤0~©xc {Ih vI~fs}{|0hª«fhTqutwpµg0{|yxcfqupfvTMIUWVWO
yc{My*«qrhTxysuy{(wh¤qupayt{Ix xtI~fpay%ycfh¤£M{wq}{|fsuh{|qryEt|¥K*º, ¸{|susutM¬#qrpfv/h vI~fsu{w%hª«fhTqutwp©
tM£Ih Z{wvI~fg0h payT°XQÞptw~fdxtIpayhªy¦ycfq}x tw~fs}¤hoqugk~fs}{MyhT00~qupfv*{|vw~fg0h payZsuq}EyZfsu~h vw~su{w
hTyq}x.yqutwp©tIpkycfh<xtIpayhªy,yc{|yZx {|p*h#qrpy{wpayq}{MyhG¥§tI¦{4xtwpayhªyU£_{wq}{|srhI°,bdcfq}6¬tw~fs}{wsrsutM¬
~©zyt/©twyc¸h ©{|{Myhkycfh0suquy%~hT¼¥§tI4h gk~su{|yqupfv!£M{wq}{|fsuh{wqryE/¥§twg t|ycfh o¥§~fp©x.yqutwp®ag©tIsu
{wp/yt!hTp«¥§twxhkycfhhTvw~fs}{|hª«fhTqutwp/yEhTT°4bhTxcpfquxT{|susr¼~xch vI~fsu{wzhTyquxyqutwpxtI~fsu¾©h
h ª«fhGhT0»¨tIg*tIp  6g*hTgkh cqr¤xtIpy{|qupIyEM V«´5Y
O·° ¢ h#h suqrhT£whdyc{MyUycfhzxtIg0fsrh ª«q²yEhG~fsry
tw¥Uycfq}{|h ohTg¤{|qup¼£_{wsrq}~p«h ych{w«q²yqrtIpt|¥Z~xc¾{hGEyq}x.yqrtIp^´ctM¬¨hT£wh z¬¨h*xcfttIhpft|y
yt¤«qux~©dqry<qrp¼«h y{wqrs­yt/(wh hTycfh%fhTh pay{|yqutwpqug0fsrhI°
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xσ = σ(x)
(X(t))σ = σ(X)[tσ].
¶zt|yhyc{Myz~fyqry~fyqutwp<xT{|pfpt|y#qrpayt««~x h4tw#h g0tM£whocftwsuhTT°
 ! 	   +8
 
 q}0{|p hTa~{|yqutwpµhyE¬h hTp x twpayh ªyyh g0T´¨{wp {  
 8   qu0{wp
hGa~{MyqrtIp¤©h yE¬¨hTh pxtIpayhªy °  p  +8
 

s ≈ t
qu¨{|phGa~{MyqrtIp¤©h yE¬¨hTh p¤gk~s²yq²±ÞxtIpIyhªyT´a¬#cfquxc
vIh pfhT{wsrq > hGyhTg {|p©¼xtwpayhªyzhTa~{|yqutwp^°  ~f©Eyq²y~«yqutwp
σ
q}o{ < * ; 
t|¥¦{|p¼hGa~{MyqrtIp
s ≈ tqr¥
sσ = tσ
°    "##$  8   qu0{wpµhTa~{|yqutwp s ≈ t ¬#cfhTh t «thGp  y¤xtwpay{|qupP{|p¥§h h£M{wq}{|fsuhTT°Ubdc~
σ
qu<{¤twsu~«yqrtIp!tw¥6{*g¤{Myxcfqrpv¤hTa~{MyqrtIp
s ≈ t
q²¥
sσ = t
°   
! "#%$(,C	)+*) 
<  q}z{¤x twpME~px.yqrtIp¼t|¥Ug¤{MyxcqrpfvhTa~{MyqrtIpT´{|pycfh < Wt|¥¦{|p/qupEy{|px hq}#ychp~fgkh 
tw¥6¥§~fpx.yqrtIp{|p/£M{wq}{|fsuhag©tIsu<q²yx twpay{wqrp© °db+¬t¤qupEy{|px hT<{wh  +; '3 *) 8#qr¥UycfhT!c{_£Ih4ycfh
{|g0hzhyt|¥+twsu~«yqutwp© °   
! ";%$:,C	)+*)  q}Z{khyt|¥^qupy{|p©xhTT´I{wp0ycfha~fhGEyqrtIp¤¥§tw{vwqu£whTp
qupy{wpxh¤q}¬#cfh ycfhTqrykqutIsr£M{wfsrhI° ¢ h¬#qusrs{|s}txT{|susUycfhsrh ¥Ñy±·c{|p¯q}«hT%tw¥<{|p®qrp©Ey{|px h¤ycfh
 +8 	4{wp%ycfhdquvwcay±½c{wpqufhTycfhS
!f°Ubdcfh +8 	S   ,*) ÝhG+°TycfhS5    , *)5	 ,tw¥
{g0{|yxcfqupfvftIfsuh g tw¨{wp{|suvwtIqrycfg ¥§tw¨q²ydq}Uychox twg0fsuhª«q²yE*¬#cfhTh<tIpfsuycfha~fhT§hT^°Iycfh
{My{ ¨£_{wquhT#{wpycfhf{|y{§hT^°ycfha~fh Zq}d³fª«hG­°

  ÄZÄ Ý Ä ,),8/< "8 	+5 < <H *I< E(<  * 
	 	 ≥ 2  "8 
   
	   
 ;      	   +8
 
<P "= 	+ <  <  ; '
*) 8 ! 	   8  
C
   
	 ! 	   8   "= 	  <  <S
  +; '
*) 8K 
8!5E 8   
E	 ,+hy
h
h{¥§~fpx.yqrtIp¼gktws­tw¥6{wqryE
k ≥ 2
°
 U  .ftI<{*x twpME~px.yqrtIp
s1 ≈ t1 ∧ . . . ∧ sn ≈ tn
y{5(wh
h(s1, . . . , sk−1, h(sk, . . . , h(. . . , sn) . . . )) ≈ h(t1, . . . , tk−1, h(tk, . . . , h(. . . , tn) . . . )).
½i .ftI{vIqr£Ih p®yh g hTa~{MyqrtIp
s ≈ t
y{(Ih
h(2, s, . . . , s) ≈ h(2, t, . . . , t)
{Iycfh!x twpayh ªy
hGa~{MyqrtIp^°
2
Ï ý ÏÑþ
 
		
 

! "#%$ 

  ÄZÄ Ý Ä#6 ,),8/<  "8 	+ < E  ;8!)+* 0W    	 
<!
 <  * <   "8   
  
! ";%$ 8    
 S	8 !   ; '
*) 8E! 	   8   
E	 k<h fs}{wx hycfhcftIsrh0tIpt|yc¯q}«hTt|¥ycfh¤hGI~©{Myqutwp¸{¼x twpy{wpIy%pftwyt«x x~qrpv!qup®ycfh
tIfsrhTg/°
2
Q·¥6¬¨h%c©{_£wh4{|phTa~{MyqrtIp!hyE¬h hTp/gk~fsryqr±·x twpayh ªyT´ahI° v©°
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X1Y1hX2Y2h . . . hXnYn(a) ≈ ghgh . . . hg(a).
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X(f(Y (a), Y (g2))) ≈ f(ga, f(a, g2)).
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q}oqrg0fsuh g0hTpIyhT¾afap©{|g0quxkftwvw{|g0g0qupfv´¬¨h0x {wp~hqryoyt/«hyhTx.yx twhGtwpfqrpfv¤tIqryqutwp
¤xcfhGx(aqupfv%¥§tIZtM¬<¦tI¨xtIsr~g*p©Z¬#qryc{kqrpfvIsrhzh payw°¦¹qupxhzycfhosuqrpfhG{|q?>G{MyqrtIp*g¤{_0h psu{wvIh#ycfh
hy#tw¥6twsu~«yqutwp©ycfq}dqu<twpfsu{0~ ;¤x qrhTpayzxq²yh qrtIp¥§tw<x twhGtwp©«qrpvtIq²yqrtIpT°
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Y (f(X(Z(g(y1, y2, a)), Z(h(y, y, b))), X(c))) ≈ t,
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¶zhªy¬hxtIpq}«hT%ycfh!p~fgkh tw¥d¥§~fpx.yqrtIpµag©tIsuf~«ypt|yycfh quktIq²yqrtIp^´,¬#cfquxc¯q}tI±
ycftwvItwp{wsyt0srqupfhG{|<xtIpayhªy#g¤{Myxcfqrpv°
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P = s1 ≈ t1 ∧ . . . ∧ sn ≈ tn
hk{¤x twpayh ªayg0{|yxcfqupfv¤ftwsrhTg°dbdcfhTp¼¬¨hxT{|pxtIg0f~«yh{
suqupfhT{wzhTa~{|yqutwp¾«Eyh g&¥§twzycfh*p~fgkh ot|¥¦t«xTx~fhTpxhG<tw¥U¥§~fpx.yqrtIp¸gktws}<qup¾{g¤{Myxc^° ,^hy
occ(f, s)
hzycfhopa~gkh t|¥+t«x x ~fhTpxhG¦t|¥­ycfh¥§~fpx.yqrtIp!gktws
f
qrpycfhyhTg
s
°¦loqr£Ih p
f
{wp
{*{wyqux ~fs}{|dhTa~{|yqutwp
si ≈ ti
´«h³©pfhoycfh4¥§tIsrsutM¬#qrpv*qupayhTvwh dhGI~©{Myqutwp.
occ(f, si) + occ(x1, si) ∗ x1,f + · · · + occ(xm, si) ∗ xm,f = occ(f, ti)

EQ(f, i)

¬#ch h
xj,f
h hGhTpIyUycfhp~fg©hTZtw¥+t«x x~h px hTUtw¥+g©tIs
f
qup
σ(xj)
{|p
xj
q}¨{³y±·tw«hT
tIx twpayh ªy£M{|q}{|fsuhw° .ftIhT£whT¤ag©tIs
f
txTx~fqrpfvqrpycfh%x twpayh ªaydg¤{Myxcfqrpvkftwfsuh g ycfh hoqu
{0«Eyh gtw¥,suqrphT{|#qupayhTvwh dhGI~©{Myqutwp©
EQ(f, i)
¥§tI
i = 1, . . . n
°
Q·¥­ycfh4xtwpayhªy¨g¤{Myxcfqupfvftwfsuh g
P
q}¨twsu£M{|fsuh#ycfh p¥§twh £whT
f
txTx~fqrpfvkqrp
P
ycfho«yh g tw¥
suqupfhT{w+hTa~{|yqutwp^qu,tIsr£M{wfsrhZqrp%ycfhZptwpfpfhTvI{|yqu£whUqupIyh vIh  ´_{w{<«yhTg tw¥  zqutwfc©{|payqupfhZhGa~{MyqrtIp °
 hTx qufqrpfv/¬#cfh ycfhT%~xc®{/tIsr~fyqutwp¾h ª«quyoq}%¶<U±ÞxtIg*srh yhM)UG3O·´+¬#cfqusrh0qry%qu4tIqufsuhkyt¼«hTx qu«h
ýý Ð
Zfìå.ç.æ
UT   "     "8	 
 	
qup twsupftwg0q}{|s¦yqrg0h!¬#cfhycfh 0{¾twsu~«yqutwp¯qup¯ycfhqupayh vIh h ªq}y0MÎiMO½°¶<t|yhyc{My0«hTfqryh!¶zU±
x twg0fsuhyh pfhGzq²yog0{_qupf{wx.yqux hkyqusrs,©h~h¥§~fsytxtwp©q}«h zycfh  zqutwc{|payqupfh*x {wh4¥§tw4xhTy{|qup
tIfsrhTg2xs}{whTT°
¢ hkx {wp!ptM¬ ~h4ycfq}#pfhGxhG{|xq²yh qrtIp¥§tI<tIsr£M{wfqrsuqryE¤yt¤hT«~©xhoycfh%ptwp«h yhTg0qupfqug2tw¥
ycfh¹fsuq²y<~fsuhTT° ¢ h%g¤{_0y{wsrs^fsuq²y¥§tw#{³fª«hT!©taqryqutwpqrp!ych%srh ¥Ñy±·c{|p §hT^°«qrvIcay±·c{|p 
q}«hw´a{|p0qr¥­ycfhThzquZtwpfsuktIpfh<tIq²yqrtIp¤twp0ych<t|ycfh Zq}«h#yc©{My¨suhT{If6ytk{twsu£_{wfsuh#ftIfsuh g ycfh p
ycfh4yE¬t0{wh4xtIhTtwp«qupfv*©taqryqutwp© °
 p¾qupIyh hTyqupfv©hGxq}{|s6x {Ihq}zyc{|y4{!gktws
f
t«x x~<ycfh0{wg0hp~fgkh ot|¥Uyqrg0hTotIp¼ycfh
suh¥Ñy±o{wp¯twp®ycfhqrvIcay±·c{|p¯q}«hw´6¬#cfq}xc¯qrg0fsuquhT%yc{My*q²y0«thTp  ykt«x x~kqupµ~Eyq²y~«yqutwp©k{|p©
xj,f = 0
¥§tw{wsrs
j
°TQÞp yc{|yx {whw´¨q²¥oych hq}¤{®tIsr~fyqutwp{My{|susQ´¬h/xT{|pPhTy{|srq}c{twpfh ±Qyt|±
tIpfh4xtwhT©tIp«h p©xhzhyE¬h hTp!gktws}¨tIpycfh4srh ¥Ñy<{|p!twpycfh4qrvIcIy#{|p©tI«y{wqrpxtwhT©tIp«qupfv
tIqryqutwpT°
¢ h#g¤{_k{|s}t4tI«y{wqrp*g0twhvIh pfhT{ws{|yq}{|sftwsu~«yqutwp©6t|¥ycfh<«Eyh g tw¥  qrtIfc{wpIyqrph#hTa~{MyqrtIp
yc{Myo³fª¼ycfhp~fg©hT4t|¥¨gktws6t«x x~h px hT<¥§tw4xh y{wqrp¸£M{|qu{wfsrhG ´¬#cfq}xc¾g¤{_/cfh su¸yt/«hyhTx.y
x twhGtwp©«qrpvktIq²yqrtIpd~qrpfv¤g0tIh4{w«£M{wpxhG!{wsrvItwq²ycfg¤ °
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Q·¥tIpfh¾tw¥4ycfhg0hyctqup ych¾fh £qutw~{|{|vI{wfc¤«h yhTxyxtIhT©tIp«qupfv¯tIq²yqrtIp ´dycfh p
qup vIh pfhT{wszg~fs²yq²±ÞxtIpayhªy¬#qryc yE¬¨tPtwg*tIh¸cftwsuhT!g¤{_Ph®qrpayt««~x hT­° QÞpyhG{w tw¥~qrpfv
ycfh~fsuhT%qupP¹hGx.yqrtIp¯¾«quhGx.ysu®twp¯g~fs²yq²±ÞxtIpayhªykhGa~{MyqrtIp ´,¬#cfq}xc¯hGa~fqrhT%ycfh«twp  y±(pftM¬
ptwp«h yhTg0qupfquyq}x¦~©ht|¥ 3 {wq}{|fsuh¹«fsrqryT´w¬¨h¨ftI©tah¨qrpkycfq}6hGx.yqrtIpk«twp  y±·xT{|h¦pftwp©«hyh g*qupfq}Eyqux
~fsuhTyc{MyxT{|p!y{|p¥§twg2{wpagk~fsryqr±·x twpayh ªy<hTa~{MyqrtIp/qrpayt0hGI~©{Myqutwp©#©h yE¬¨hTh p/gk~s²yq²±ÞxtIpIyhªy
¬#qryc¸{Myg0taEyotwpfhcftwsuhw°zbtycfq}zhTp¼¬hkhª«fsutwqryzyc{Myycfh*tatwyztIq²yqrtIpz{wp/ychktIq²yqrtIpztw¥
x twhGtwp©«qrpvzcftIsrhG,{wsr¬d{_«x twhGtwp©%yqu£aq}{|susuw´|{|p©yc{MyZx twhGtwpfh px hT^hyE¬h hTptIqryqutwp
g¤{_oqrg0fsu%pfhT¬ xtwhT©tIp«h p©xhTT° .ftIh ªf{|g0fsuhw´MxtIhT©tIp«hTpxhG­©h yE¬¨hTh ptIqryqutwpftw{wvI{Myh
{IxtI¥§~fpxyqutwp¾gktws} ´©¬#cfquxc/ytwvIhych <¬#qryc¼ycfhkx twhGtwpfh px h%t|¥UcftwsuhTzsrhG{wf#yt{ftwp  y±
xT{|h~fsuhoyc{|yz«thT#t|yytwg*±·~f/«hTx twg0©taqryqutwp+°
bdcfh4h  hGx.y#t|¥ycfhGh4~fsrhGqrp/xtIgkfqup{MyqrtIp¬#qrycych4qug*srqr³©x {|yqutwp!~fsuhTdqup/hGx.yqutwp!0¬#qrsus­©h
{0«tIp  y±Þx {|h4qug0fsrqr³©xT{Myqutwp¼~xc!yc{|y#ycfh4yh g0dqupycfh%hGa~{MyqrtIpc{_£wh%{My#g0tIy<twphoctwsuhw´f{|p©
ycfh%cftIsrh%x {wp!tIpfsut«x x~#qrp¼{0~«yhTg t|¥+ycfh4¥§twg
X []
°
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s ≈ t
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 *)  ps = p′s.i 
C pt = p′y.j  ,=< 
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s

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t
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
s
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s ≈ t
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p′s
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i = j 
¢ hzxT{|p¤~h#ycquZftI©hTyEkytkfhTxtIg0©tahd¥§~fp©x.yqutwp!gktws}]E~y¨{w©tM£Ih<xtwhT©tIp«qupfv4cftwsuhTT´w
{wffsuqrpfv¹srqry#¥§twsusrtM¬hT hTxtIg0©tah%{My<~xc/{0©taqryqutwp 
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C[2k, f(s1, . . . , sn), 2
l] ≈ D[2k, f(t1, . . . , tn), 2
l]
→ C[2k+l+1] ≈ D[2k+l+1] ∧ s1 ≈ t1 ∧ . . . ∧ sn ≈ tnq²¥
sj = tj = 2i
¥§tw<twg0h
i, j
´
1 ≤ j ≤ n
°
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C[2k1 , f(s1, . . . , sm), 2
l1 ] ≈ D[2k2 , g(t1, . . . , tn), 2
l2 ] → ⊥
q²¥
sj1 = 2i
¥§tI
1 ≤ j1 ≤ m
´
tj2 = 2i
¥§tw
1 ≤ j2 ≤ n
´f{wp
f 6= g
tI
j1 6= j2
°
 ¥Ñyh <{wffsuqrpfv*ycfhTh~fsuhTdh ªc©{|~yqu£whTsr*ych ho¬#qusus­©h4twpsrx twpayh ªayd£M{|qu{wfsuhTqrg0g0hTfqu{|yh su
{w©tM£IhctwsuhTdtwp!ych%srh ¥Ñy±·c{|p/qufhw°
 g0twhh s}{|tw{Myh/xqryh qutwpµ{wsrsutM¬<*~*yt®h suqug*qup{|yh/gk~fsryqr±Þxtwpayhªy*¬#qrycg0twhyc{|p twpfh
ctwsuhw°
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<S s ≈ t 
¹«t¤qrp©{|yq}x~fs}{|dycfhksutwpfvIhTyzxtIg*g0tIph ³fª«hT<tw¥6{wsrscftwsuhTzqrp
s
{|p©
t
{whx twhGtwpfqrpfv©´f{|p
¥§tI%yE¬t¼twg0twhcftIsrhG4ych ®{|h¤pftwpayqu£aq}{|s½°¼¹qrp©xhtIpfsr¾¥§~fpxyqutwpµgktws}x {wp¯c{_£wh0cftIsrhGqup
fquyqupx.y%{|vw~g*hTpayT´fych hkgk~©Eyo©h¥§~fpxyqutwp¾gktws}ztw¥Z{|q²yE
≥ 2
{MyycfhGh©taqryqutwp{|p¬¨h
g¤{_{wvI{wqrp!hª«fsutwqryycfq}dyt«hTqu£wh4{0«hTx twg0tIho~fsuh)
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C[f(C1[2
k1 ], . . . , Cn[2
kn ])] ≈ D[f(D1[2
k1 ], . . . , Dn[2
kn ])]
→ C[2] ≈ D[2] ∧ C1[2
k1 ] ≈ D1[2
k1 ] ∧ . . . ∧ Cn[2
kn ] ≈ Dn[2
kn ]
q²¥,ych h%hª«quy
i, j ∈ {1, . . . , n}
¬#qryc
i 6= j
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k1 ], . . . , Cm[2
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C[2m] ≈ D[2n]
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X(f(b, Y (g2))) ≈ f(a, f(b, f(c, gg2))).
ýý Ð
Zfìå.ç.æ
UWY   "     "8	 
 	
  P"8 <   , *)  	  	  
 "8
  KH 
<!
    +;	 <E#5 * H
C -
 " "8 *) 
CP"8K	  $3"#

"8
C <  "=   <-,=< 
</ 
	 	 <
,8
  "8/      +;	 	 C  <+
b
$5 '3  <"80 
	 	<
,=%$
,8/<  
<
1.1

2.1   ,), *   
 
    "=	 *)S ,*  $5 '3<
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X [] ≈ f(a, 2) ∧ Y (g2) ≈ f(c, gg2)
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c1, . . . , cm
©hycfhx su{w~hT{wp
x1, . . . , xn
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1
.,qrvI~fh%iZl4{I«vwh y¥§tIdycfh#hG«~xyqutwpt|¥UI¹  b yt¹»º
bdch h4{whyE¬t*tIqrfsuh4g¤{MyxchTdqups}{_whT
j
Ýh hH.,quvw~fhi  
Xj = 2 Yj = g(2, c)
 U 
Xj = g(2, c) Yj = 2
Qi
bdchTh4{whych%twpfsug¤{MyxcfhT¥§tI<{©{wqu£whosu{_Ih G°,¶ztM¬ suhy<~dsutt5(¬#c{|y#c{|fh p©#qrp/{*©taqryqu£wh
{Ix.yqr£Ihs}{_whTFQÞpxT{wh  U zycfh0pfh ªy4sutM¬h osu{_Ih 
si,j+1
q}4g¤{MyxcfhT¸{|vI{wqrp©Ey
ti,α1
´¬#cfqusrh0qupxT{wh
½izq²y4q}g¤{|yxcfhG¾{|va{|qupy
ti,α0
°S.ftw4{!pfh va{Myqu£wh*{wxyqu£whks}{_whTzqryoq}o£qux h±·£wh {f° D<h p©xh0{g¤{Myxc
tw¥ycfh%¥§tIg  U#x twhGtwp©f¨yt{wqrvIpfqrpvy~h4yt0ychsrtIvwq}x {ws­£_{wq}{|srh
xj
´{|p/{0g¤{Myxc/t|¥6ycfh
¥§tIg ½i *xtIhT©tIpfyt®{wquvwpfqupfv¾¥Ý{|s}hyt
xj
° bdcfq}*qrp g0qrp©µ¬h!h h!yc{|y0{|yycfh/srhG{_£whG
αh G©hTx.yycfh4y~fyc¼£M{|su~fhTdtw¥ycfh%suq²yh {|s}dqrp/ycfhxs}{|~hw°Q·¥,ychTh%g0{5(whoychkxs}{|~hoy~fhw´¬¨h4c{_£Ih
~«y¨ycfh%tIsr£M{wfsrhg¤{Myxcqrpfv*ftwfsuh g
a ≈ a
{MyychsuhT{|¥E´atwycfhT¬#q}h<ycho~ptIsr£M{wfsrh
a ≈ b
° Dzh px h
hG{wxcg¤{Myxc/xtIhTtwpfZyt{0{Myqu¥§qrpfv*y~«yc¼{wquvwpfg0hTpIy#{|p©!£q}xh ±½£Ih {°
Q·¥Z¬hsutt5(¼{Myycfh*q > ht|¥
P
¬hkhThyc{MyohT{wxc¾quvwcay±·c{wp/q}«hktw¥Z{|phGa~{MyqrtIp¼f{wpxcfhGz{My
g0taEy<{MydycfhTh4©tIqrpayT´qrp©xh4hT{Ixcx su{w~h4xtIpay{|qup#{|ydg0taEydychTh4fquyqupx.y<£M{wq}{|fsuhTT°Ubdcfq}dvwqu£whT
{k¥Ý{wxytItw¥
23 = 8
f~«y<«thTp  ydsuhT{Iyth ª«©tIpfh payq}{|s­vItM¬dyc^°6bdcfh%«h «yc!q}dftwtwyqutwp{wsyt*ycfh
p~fg©hTztw¥6£M{wq}{|fsuhTT´{wpycfhp~fgkh t|¥UhTa~{|yqutwpdyt¤ychkp~fgkh t|¥¦xs}{|~©hG ´©cfh px h%ychkq > h
tw¥+ycfhxtIpIyhªy#g¤{Myxcqrpfv0ftwsrhTgquzI~©{w«{Myquxqrpycfhq > h4tw¥ycfhI¹  b qrp©Ey{|px hw°
¢ hxtIpxsu~«hoyc©{MyzI¹  bAxT{|p©h%hT«~©xhTyt¹©»º¯´{|p©tI«y{wqrp 
  ÀÄ  À 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 y{Myqr³hGg0twp©{w«q}x4xtwpayhªy#g0{|yxcfqupfv0ftwfsuh g2qrpy{wpxh
P
°
  QE
P
tIsr£M{|srh  
¹«qrg~fs²y{|pfhTtw~,¹ay{Myq²³©hT%º¼tIp{w«q}x¨»¨tIpIyhªyº{|yxcfqupfv ½¹f¹«º¸»º­q}x twpayh ªayg0{|yxcfqupfv<hTyq}x.yhG
yt/¥§~fpxyqutwp¯g©tIsu4tw¥d{wqryE¾{Myg0taEytIpfhw°QÞpycqux {wh¤xtIpME~fpxyqutwp%xT{|pfpftwy©hx t««hTqup®{
qupfvwsuhkhGI~©{Myqutwp+´ch px hk¬h*{wsrsutM¬ ycfhTg hª«fsuqux q²ysrI° ¢ h*¬#qrsusUctM¬:yc{|y4qrg~fsry{|ph tw~©zy{Myqr³hG
g0tIp{w«q}x4xtIpIyhªy#g¤{Myxcqrpfv ½¹f¹«º¸»º q}#qup/,°
¢ hg¤{_0hT{IqusuhTsrqug0qrp{|yh4{wZ~fptwsu£_{wfsuh{|p0ftwfsuh g xtIpay{|qupfqupfv{wphTa~{|yqutwp0yc{Mydc{wZyE¬t
fquyqupx.yx twpy{wpIy{|yycfh*©twyytIg t|¥¨q²ysuh¥Ñy±z{|p¾quvwcay±½c{wpqufhw´^{|p©¾{w~fg0h¥§twg pftM¬tIp
yc{Myk{wsrsUhGa~{MyqrtIp%{|h¤xtwpayhªy%hTa~{MyqrtIp%{|p©¾c{_£Ih¤{!ctwsuh0{|y%ycfh¤t|yytIg°QÞp®{wyqux ~fs}{|4¬¨h
h su{Ixh#{|p0qup«qu£aq}«~{wsf£M{|qu{wfsuhd{|y¦ych#©twyytIg tw¥]{4suh¥Ñy±½c©{|p0qu«h#*{%xtwpayhªy¦£M{|qu{wfsrh#{wffsuqrhG
yto{zcftwsuhw° ¢ q²yckycfhThhTg0{w(«+q²yUhTxtIg0hTtw£qrtI~^yc{My¦¹f¹«º»º2q}+hGa~fqr£M{wsrhTpIy,yt4qrg~fs²y{|pfhTtw~
y{Myq²³©hT¸¬¨tI¾g0{|yxcfqupfv©´­¬#cfh h*ycfhx twpayh ªay4£M{|qu{wfsuhTo©hGxtIg*h0tI«qup{w¼£M{|q}{|fsuhTT´]ycfh0cftIsrh
{|yzycfht|yytIg quotwg0qryyhT­´­{|p©¬#cfhThkycfh*fh³fª¼t|¥{£M{|qu{wfsuhkxtIpq}yt|¥¨{wsrs,£M{|qu{wfsrhG#yt!qry
suh¥Ñyofsu~zqryh sr¥E°zbtqrg0fsuq²¥§ycfhkpftwy{|yqutwp¼¬h¬#qrsus6xtwp©q}«h <yh g¤z{I<¬twf#qup¼ycfhhGEyt|¥Uycqu
hTxyqutwp^° ¢ h%¬#qryh
ε
¥§twdych%h g0«yE¬tw­°
bdcfhx~xq}{|s^tI©hTyEyc{|yzsrhG{wf#yt{0twsupftwg0q}{|s+{wsrvItwq²ycfg2qup/ycfq}zxT{wh%qu#yc{|y<ycfhTh{|h
pto{wpxcfqupfvIqrpychdyh g¤ ° .ftIU{|p%hTa~{|yqutwp
w1X1 . . . wnXnwn+1 ≈ w
¬hE(aptM¬¯yc{|y¦{otwsu~«±
yqrtIp
σ
g~Ey6{|yq}E¥§
|(X1 . . .Xn)σ| = |w|−|w1 . . . wnwn+1|
´_cfhTpxh¨¬¨hx {wsrs
|w|−|w1 . . . wnwn+1|ycfh9< <
;   *) %$5"¯t|¥dycquhTa~{|yqutwp^° Za~{MyqrtIp¬#qrycµpfh va{Myqu£wh~fyqry~fyqutwp¯suh pfvwyc {|p©
x twpME~px.yqrtIpdxtwpay{|qupfqrpvkyE¬thGa~{MyqrtIp¬#q²yc!ycfh%{wg0h4x twpayh ªy£M{|q}{|fsuhTf~«y<«q ]h h pay<~f©Eyq²±
y~«yqutwp/suh pfvwyc#{wh4qupxtIpquyhTpIyG°
¢ hzvIqr£Ihd{%y{|p¥§twg¤{Myqutwp0{|suvwtIqrycg yttwsu£whz¹¹«º¸»º&yc©{My¨x twpquy¦t|¥^qug0fsuq²³©xT{MyqrtIp¤~fsuhT
{wp¤{%£M{|q}{|fsuh<h suqug*qup{|yqutwp¤~fsrh<yc{|y«thT¦ycfhg¤{MEtwZ¬¨tI(]°6bdcfh<~fsrhG¦¬tw(kt|yytwg*±·~f Ýquvwcay±
yt|±·srh ¥Ñy ¨{|p!x {wh ¥§~fsrsu¤g0h vwh©taqrsrhqrpy{wpayq}{Myqutwp©¨tw¥+£M{|qu{wfsuhT¦quptw«h Zyt0Ey{_¤¬#q²ycfqrp!©tIsra±
ptwg0qu{ws^q > hI°
¢ hEy{|yfhTxqrfqupfvycfho¥§tIg tw¥,{*ftwfsuh g{|¥Ñyh #h ª«c{|~yqu£wh4{|fsrq}x {|yqutwp!t|¥+ycfh%qug0fsuq²±
³x {MyqrtIp~fsrhG °4¹~xc¾{ftwfsuh g
P
q}o{xtwp|E~fpx.yqrtIp¾tw¥Z«quÝE~fpxyqutwpotw¥Zxtwp|E~fpx.yqrtIpt|¥¦g¤{Myxc
hGa~{MyqrtIp °Uº¼tIhofhTx quh suw´«qry<c{wycfh4¥§twg
Ps1 ∧ . . . ∧ Psn
¬#ch hZhT{Ixc
Psi
q}U{zfquÝE~fpxyqutwp*t|¥©x twpME~fp©x.yqutwp©tw¥©hGI~©{Myqutwp©~xcyc{My,ychquvwcayg0tIy£M{wq}{|fsuhT
qupycfhsrh ¥Ñy±·c{|pq}«hG+tw¥hTa~{|yqutwpqrp
Psi
{|susac{_£whZycfh£M{|qu{wfsrhZfh ³fª
si
°  susaycfh
si
{wh¨«quyqupxyT´
~«yZycfh h<g¤{_hx twpME~px.y
Psi
{wp
Psj
~©xc0yc{|y
si
q}¨{ftI©hT¦fh³fª¤tw¥
sj
°Ubdcfhpa~gkh Ztw¥
£M{wq}{|fsuh<fh³ªhG¦q}Ztw~p«hTa*ycfhp~fg©hT¨tw¥^£M{|qu{wfsrhzfh ³fª«hTZqrp¤ycfhoqrpfqryq}{|sftwfsuh g/´a¬#cfq}xc
qupy~fp/qu<©tI~fp«hG/aycfh%p~fg©hT<t|¥6£M{|qu{wfsuhT#{|p©!ch px h4ycfhkq > h%t|¥,ych%ftIfsuh g/° .ftI<hT{Ixc
h ³fª
s
ycfhxtIpME~fpxy
Ps
c{Iycfh4¥§tIg
Ps,0 ∨ . . . ∨ Ps,k
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¬#ch h
Ps,i
q}#{*x twpME~px.yqrtIp!tw¥hTa~{|yqutwp¬#cftah4~fyqry~«yqrtIp!suh pfvwycqu
i
°.ftIdycfh4tw~fp©
k
¬¨h
xT{|p/~h4ycfhksu{wvIhTyd~fyqry~«yqrtIp¼srhTpfv|yc¼qrpycfhqupfq²yqu{ws^ftwfsuh g/´f¬#cquxc¼q}#tw~fpfhT/ycfhq > h
tw¥+ycfh%ftwfsuh g/°
Z{Ixc xtIpME~fpxyqutwp
Ps,i
qu!h qrycfhT
⊥
´
>
´#tI!{ x twpME~fp©x.yqutwp t|¥hTa~{|yqutwp¬#cftIh¾qufhT{wh
h ³fª«hTt|¥ztIquvwqup{|s¨hTa~{|yqutwpkyc{|y0x twpay{wqrp ycfh/£M{|qu{wfsuhfh³fª
s
° bdcfhGh{|hhªf{Ix.ysuycftah
hGa~{MyqrtIpyc{|y¤x twpay{wqrpµycfh/fh³ª
s
´{|pP¬#cfq}xcP«tIp  y¤x twpay{wqrp {¾sutwpvwh 0fh³ª¯yc{|y0q}¤yqusrs
hGhTpIy#qup¼{|pftwycfhTdfquÝE~fpxyqutwp^°
bdcfq}o¥§twg qupxsu~«hGoqug*srqr³hT¸qupfq²yqu{ws6ftIfsuh g¤yc{|y%{whzE~y%{xtIpME~fpxyqutwp¸t|¥¨hGa~{MyqrtIp °
QÞpycfqux {Ih0ycfh«q}§E~fp©x.yqutwp©hT{Ixc¯xtwpay{|qup¸h ª«{Ix.ysr¸twpfh¤pftIpfh g0«yExtIpME~fpxyqutwp®t|¥#hTa~{|yqutwp
¬#qrycycfh{wg0h¤g0{|ª«qrg¤{|sUh ³fª­´+{|p¸ycfh¤t|ycfh «q}ÝE~fpx.y%¥§tI4ycfq}%fh³fªg¤{_©h{I~fg0hT¾yt
h
⊥
°
bdcfhy{wpE¥§tIg¤{|yqutwpµ{wsrvItwq²ycfg xtwp©q}Ey*t|¥oqug*srqr³©x {|yqutwpP~fsuhTyc{My{|h/{|ffsuquhTPhT{|vIh sr
{wpa¬#ch hqupqu«hoycfh%ftwfsuh g/´«¬#cfhThoych4<hTyquxyhT  quyquf~«yqu£q²yE~fsuh4qu<twpfsu{|fsrquhT¬#cfhTp
pttwycfhT6qug*srqr³©x {|yqutwp*~srhquU{wffsuquxT{|fsuhw´|{wpkycfh 3 {|q}{|fsuh ¦suqug*qup{|yqutwp0~srh¨yc{|yUqu6{|fsrquhTkyt
{*¥§~srs,«quÝE~fpxyqutwp{wptwpfsu¬#cfhTp¼pftqrg0fsuq²³x {MyqrtIp/~fsuh%q}z{|fsrq}x {wfsuhw°¨bdch%~fsuhTz{|hoqryhT{|yhG
~pIyqrstwpfh#tw¥©ycfh<tIsr£IhTk¥§twg¤
>
tI
⊥
q}Utw«y{|qupfhT^°XDzh h~fsuhT¦{wh#{wffsuqrhGg0t««~fsut{wtx qu{|yqu£q²yE
{wp¤xtIg0gk~«y{Myqu£q²yE*t|¥
∧
{|p
∨
´{|p*¥Ý{wqrsu~fhz{|vI{wqrp0g0hT{wp¦h ¬#qryqupfv4yt
⊥
°Ubdcfhqug0fsrqr³©xT{Myqutwp
~fsuhTU{whych#~fsuhT,¥§tIUqufh g0©twyhTpx0{|pkych#su{_¬<6tw¥©y~fh<{wpk¥Ý{|s}hdytwvwh ycfhTU¬#q²yc*ycfhd¥§tIsrsutM¬#qrpv
~fsuhT
À  À  À
ε ≈ t → >
q²¥
t = ε
"ft|ycfh ¬#q}h¥Ý{|qusQ°
*Ä   Ä  À   Ä  ZÄ  À
sf ≈ tg → s ≈ t
q²¥
f = g
"«t|ych ¬#quho¥Ý{|qusQ´
¬#ch h
f
{|p
g
{|h¥§~fpx.yqrtIp¼gktws}T°
 
,TÝ
 Ä 1ZÀ  ! #$Qf 
s ≈ t → ⊥
q²¥,ych~f©Eyq²y~«yqutwp/suh pfvwyc/t|¥
s ≈ t
q}dpfh va{Myqu£whI°
 
,TÝ
 Ä 1ZÀ  ! #$Qf 6
s1 ≈ t1 ∧ s2 ≈ t2 → ⊥q²¥
s1
{|p©
s2
c{_£Ihych¸{|g0h¾qrvIcayg0tIy£M{|qu{wfsuhf~«y
s1 ≈ t1
{wp
s2 ≈ t2
fq  ]h /qup
~Eyq²y~«yqutwp/suh pfvwyc^°
¶zt|yhyc©{Myoycfh¤¹~fyqry~fyqutwp ,^h pv|yc®»¨su{Ic~fsuhTo{|htwpsr¼pfhThT«hG¼qup¸{|p¾qrpfqryq}{|sUqrg0fsuqr³©x {|yqutwp^´
qupxh#ycfh<¥§tIsrsutM¬#qupfv4yE¬¨tk~fsuhT¨«tpftwyZvwhTpfh {Myh<~fftwfsuh g¤Uyc{Myd{|h#qrp©xtwp©q}Eyh payZ¬#qrychThTx.y
yt¤~f©Eyq²y~«yqutwp/suh pfvwyc^°
!À  T/Q | À Å  ÝT § 
  Ý Á
(Ps,0 ∨ . . . ∨ Ps,k) ∧ (P
′
s,0 ∨ . . . ∨ P
′
s,k) →
∨
0≤i≤k
(Ps,i ∧ P
′
s,i)
¬#cfh h%{|sus^hTa~{|yqutwpc{_£whych{wg*h4qrvIcayg0tIy£M{wq}{|fsuhw°
ýý Ð
Zfìå.ç.æ
iIi   "     "8	 
 	
<hTyquxyhT  quyqr~«yqu£q²yEkx twgfqrphTU«q}§E~px.yqrtIp6¬#cftIh£_{wq}{|srhfh³fªkc©{w6hTxtIg0hhGa~{|s«{M¥Ñyh 
3 {wq}{|srh ¦suqrg0qup{MyqrtIp/{wp (whTh dtIpfsr!xtwp|E~fpx.yqrtIpd¬#qryc¼xtIpq}yh pay<~fyqry~«yqrtIpsuh pv|yc+°
¢ h{_!{tIfsrhTgq}4<  ,*  q²¥,ychTh%~fsuhTdc©{_£who©hTh p¼{|fsrquhT!hª«c{w~Eyqr£Ih suw°
3 {wq}{|fsuh Zsrqug0qrp{|yqutwp!h suqrg0qup{MyhTd{qrvIcayg0tIyx twpayh ªay£M{|qu{wfsrh
X
0vwh ph {Myqupfvk{*«q}§E~px.±
yqrtIpt|¥
k+1
x twpME~px.yqrtIp^¥§twg hT{Ixc%twqrvIqrp©{|swx twpME~fp©x.yqutwp+´G¬#ch h¦hT{Ixcxtwp|E~fpx.yqrtIpkxtIhTtwpf
yt¤{tIqrfsuh%suh pfvwyct|¥,ycfh%¬tw~fyqry~«yhT!¥§tw
X
°
5 «Q« À       « Ä 
Ps,0 ∨ . . . ∨ Ps,k →
∨
0≤i≤k
∨
0≤j≤i
Ps,i{ts,j/X}
q²¥
X
q}¦{%£M{|q}{|fsuhd¬#q²ycg¤{Mª«qrg¤{wsf£M{|qu{wfsrhdfh³ª
s
´
k
q}6ycfhg¤{Mª«qrg¤{ws~Eyq²y~«yqutwp¤suh pv|yc
qrp
Ps
´{wp
ts,j
q}#{0~;0ªt|¥suh pv|yc
j
qrp/tIg0hoquvwcay±·c{|p©!qufhotw¥
Ps,i
°
 qutwq 3 {|qu{wfsuh ¦suqug*qup{|yqutwpx {wpsuhT{Iyt%{%a~{w«{Myqux¨fsutM¬#~f0t|¥ycfh<fquÝE~fpxyqutwp¤{My¦hG{wxc0Eyh ^°
DztM¬¨hT£whTT´¦{I¬h/¬#qrsus<{|vw~hh sutM¬%´¨qrg0fsuq²³x {MyqrtIpPhTsrqug0qrp©{MyhG0{|sus#f~«y¤srqupfhG{|sr¯g¤{|p «q}yqupx.y
x twpME~px.yqrtIp °¶zt|yhyc{|y
X
c{_£qrpv®ycfh¸g0{|ª«qrg¤{|sz£_{wq}{|srh¼fh³ª
s
qrg0fsuquhTyc{|y
X
quycfh
quvwcayg0tIy4£_{wq}{|srh0qup¸ycfh¤suh¥Ñy±·c{wp®q}«hTt|¥¨hGa~{MyqrtIp4qrpycfh«q}§E~fp©x.yqutwp
Ps,0 ∨ . . . ∨ Ps,k{wp0yc{My
X
t«x x~ZpftM¬#cfh h<hTsuh<qupychzftwfsuh g/°U¶<twyho{|s}t%yc{My¬¨ho«tkpt|y(Ih hT¤ycfhfqup«qupfvI
tw¥+ycfh%£M{|qu{wfsrhG ´f{Iqrp/vwhTpfh {|sycfqu<hG~fsrydqup¼{|phª«twpfhTpIyqu{ws­p~fgkh <tw¥,twsu~«yqutwp© °
¢ h!tIh £wh¤yc{My¥§tw0{|p hGI~©{Myqutwp y{|p¥§twg0hT® ¨twyytwg  zhGxtIg*tIhhG{wxcµq}«htw¥<ycfh
hT~fsry#qu#{0fh³ªt|¥ycfhx twhGtwpfqrpfv0qu«h4tw¥+ych%twqrvIqrp{ws]hTa~{MyqrtIp^´f{|p©yc{Mydycfh%t|ycfh <qrg*±
srqr³©x {|yqutwp®~fsrhG%«t¼pftwy4vIh pfhT{|yh0pfhT¬ hGI~©{Myqutwp© °0.tw 3 {wq}{|fsuh ¦suqrg0qup{MyqrtIp¸ycfq}%qupft|y%y~fh
¥§tIdycfh4suh¥Ñy±½c{wp/q}«hG ´f{I{*¬twq}<~fyqry~«yhT!¥§twych%£_{wq}{|srhI° DztM¬¨hT£whTT´qug0fsuq²³©xT{MyqrtIp!
twyytIg  hTx twg0©tah#h g0tM£IhT,ycquZ¬¨tI­´It 3 {wq}{|fsuh ¦suqrg0qup{MyqrtIp0¥§twsusrtM¬hThG{|vIh ¦qrg0fsuq²³x {M±
yqrtIp{|s}t4fhTh £whG,ycfq}¦h ³fªftwh yEw´I{|p0cfhTpxhzq²yZq}UfhTh £whGkycfh{|suvwtwqrycfg qup¤vwhTpfh {|s
¥§tIqug*srqr³hT!ftwfsuh g¤T°,bdc~d{wphTa~{|yqutwp!qrp{qrg0fsuqr³hTftIfsuh g q}x twg0fsuhyh su«hyh g*qupfhG
*ychzqupfq²yqu{ws©hGa~{MyqrtIpq²yqu«hTqu£whG0¥§tIg/´Iqry¨£M{|qu{wfsrhzfh ³fª{|pq²y¨~fyqry~«yqrtIpsuh pfvwyc^°Ubdcfh
s}{wy4£_{wq}{|srhqrp¸ycfh0£M{|q}{|fsuhh ³fª¾«hyh g0qrpfhGycfh0h p©¾tw¥¦ycfh0suh¥Ñy±½c{wpq}«hw´^{wp¸vwqu£wh p¾ycfh
suh¥Ñy±½c©{|p/qu«hoycfh~Eyq²y~«yqutwp/suh pfvwyc¼«h yh g0qrphTych%srhTpfv|yc!tw¥ycfh%quvwcay±½c{wpq}«hw°
º¼tIhTtM£whTT´«qupfpfhTxtIpME~fpxyqutwpz{|h%h qrycfhTzh suqug*qup{|yhT¼x twg0fsuhyh su!!{¤¥Ý{|qusrqupfv~fsuhw´tI#ych 
hy{|qup¥§twzhG{wxc/twquvwqup{|s­hGI~©{Myqutwp/tw¥U~fqry{wfsrhk£_{wq}{|srh%fh³ªtwg0hkxtIhTtwp«qupfv*hTa~{|yqutwp¼qup
ycfhkx twpME~fp©x.yqutwp+°¹qupxh£M{wq}{|fsuh%fh³fª¼{|p©¼~f©Eyq²y~«yqutwpsuh pv|yc¸{|h4³fª«hT¥§twhT{Ixc¼qrpfph x twp«±
E~px.yqrtIp
Ps,i
´{wp¸qupfpfhTkxtIpME~fpxyqutwp®{|s}t¼xtIpay{|qup4{Myg0taEy%twph¤hTa~{MyqrtIpfh qr£IhT¼¥§twg tIg0h
qupfqryq}{|shTa~{|yqutwp"aq²¥­ycfh hz¬h h#yE¬t%ych p¤ycfh ¤¬tw~fs}0hzq}«h payq}x {ws{wp0yca~©¦g0h vwhG0a0q}«h g0t|±
yh px k¥§tI
∧
°6bdc~Zpftwpayqu£qu{wsfqrppfh Zx twpME~px.yqrtIp¦qup{qrg0fsuq²³©hT0ftwfsuh g {|h<{|s}t«hyh g*qupfhG
4ycfh quU£M{|qu{wfsrh¨fh³fª{wp%ycfh qu¦~fyqry~«yqrtIpsuh pfvwyc^´I{|pkycfh
O(n2)
xtIpME~fpxyqutwp,qupaytf~xhG
 3 {|qu{wfsuh ¦srqug0qrp©{Myqutwp¾srhG{w!yttIpfsu
O(n)
«q}Eyqrp©x.yx twpME~fp©x.yqutwp©z{M¥Ñyh oqug0fsrqr³©xT{Myqutwp+´©¬#cfhTh
x twpME~px.yqrtIpz{wh%hTq²ycfh <h g0tM£IhT¥Ý{|qusuqrpfv~fsuhTT´tI<g0h vwhG!¬#qryc¾hTa~{|sxtwp|E~fpx.yqrtIp<!ycfh
q}«hTg*t|yh px ~fsuh¥§tI
∨
°
.,qup{|susr¬¨hdpftwyhdyc{MyZqrp©xhycfh<ytwf±½suh £Ih s«xtIpME~fpxyqutwp0{|yqryqutwp©,ycfh#hGI~©{Myqutwp©6¬#q²yc*hThTx.y
yt¼ych£M{|qu{wfsuh¤fh ³fª®t|¥dycfhTqr*qrvIcIyg0tIy£_{wq}{|srhI´+ycfh!«hGx h p{|pay%tw¥z{|p¯tIquvwqup{|sZhTa~{MyqrtIp
{wh¾vwtw~fhT qupqufh¾twph¸«q}§E~px.yqrtIp^°¹qrp©xhhT{wxc qrpfph /xtwp|E~fpx.yqrtIp xtIpay{|qup{Myg*taEytwpfh
fhTxh p©f{|payT´IhT{Ixc¤twqrvIqrp{wsfhTa~{|yqutwpxT{|psuhT{I*yttIpfsr
k
hGI~©{Myqutwp©¦qrp!{|p¤qupIyh g0hT«q}{Myh<ftwfsuh g/´
¬#ch h
k
quych¾g¤{Mª«qug0{ws~fyqry~«yqrtIp suh pfvwyc qup ych¾ftwfsuh g yc{|y!tw~fp©fycfh¾p~fg©hTtw¥
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fquÝE~fpxyT°6bdcququg*srquhTZyc{|y¨ycfh4q > ht|¥+qupayh g0hT«q}{Myhqrg0fsuqr³hT¤tIfsrhTg¤Zq}
O(n2)
°Z¹qupxhycfh
yh g0tw{|¼fsrtM¬#~qup 3 {|qu{wfsuh Zsrqug0qrp{|yqutwp®q}{|s}tt|¥#q?>Th
O(n2)
{|susUqrpayhTg0hG«qu{|yh¤ftwsrhTg0
c©{_£wh4q > h
O(n2)
°
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 6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E	  qup©hGx.yqrtIp¬h%hThoyc{|y#ycfh%~fsuhTdfhTh £wh4tIsr£M{wfqrsuqryEw°
.twx twg0fsuhyh pfhGk¬¨h!pft|yh¤yc{|y*{wpahTa~{|yqutwp¯¬#qrycftI~«y*{£_{wq}{|srh{|yychh p©¯t|¥<qrysrh ¥Ñy±
c©{|pq}«h¤x {wp¸hqrg0fsuq²³©hTh qrycfhT%  zhTsrh yh¤tI%¹«~fyqry~«yqrtIp ,+h pfvwyc »¨su{Ic U0q²¥dtwph0q}«h0qu
hTg0«yEw´tw% t|yytIg  hTxtIg0©tah0t|ycfh ¬#q}hI°#hTyquxyhG  q}Eyquf~«yqr£qryE¾¬#qusrs¨g*hTvIh¤{|p¼yE¬t
fquÝE~fpxyqutwp,¬#qrycycfh#{|g0hZfh³ª]°,b+t4{|p%pftIpayqr£q}{|squg0fsrqr³hGftwfsuh g 3 {wq}{|srh ¦srqug0qrp©{Myqutwp
q}k{wffsuquxT{|fsuhw° QÞp¯©{|yq}x~fs}{|G´,xctataqupfv
k
{I4ychg¤{Mª«qug0{ws¨~fyqry~«yqrtIp srhTpfv|yc¯t|¥
Ps
h p©~fhT
yc{My%{~;xquh paysr/sutwpfv!quvwcay±·c{wp¼q}«h*hª«q}Ey ° D<hTpxh0{~fsuh{|fsrquhTzyt/{|pftwfsuh g&yc©{My4qu
pt|y#qrp¼twsu£whG¥§tIg/°
.twyhTg0qup{MyqrtIp¬ho~©hycfh4suhª«q}xtwvI{wfcfq}xzx twgkqrp{|yqutwptw¥+ycfh4pa~gkh dt|¥,£_{wq}{|srhG ´a¬#cfq}xc
y{(IhT%x {wh*t|¥ 3 {|q}{|fsuh ¦srqug0qrp©{Myqutwp¯yhT ´+ycfh¤p~fg©hT%t|¥#xtIpME~fpxy%qupycfh0ytw¯xtIpME~fpxyqutwp^´
¬#cquxc0y{(whG¦x {whzt|¥^#hTyq}x.yhG  zq}yqrf~fyqu£aqryE¤Eyh T´{|p*ycfhq?>Th<t|¥]ycfhzftwsrhTg¥§tI¦ychzt|ycfh 
qug*srqr³©x {|yqutwp~srhG °
2
bttI«y{wqrp¸{tw~fptwp¼yqrg0h0xtwg0fsuhª«qryE/¬¨hpft|yhyc©{My%#hTyquxyhG  zq}yqrf~fyqu£aqryE/twpfsu¼{|fsrquhT
yt{My<g0taEy<yE¬t«q}§E~px.yz¬#qryc/ycfhk{|g0h£M{|qu{wfsuh%fh ³fª­´ftwphfh hª«q}Eyqrpv{|p/tIpfhxhT{|yhT
ycfhofhGxhG«qrpv{|fsrq}x {|yqutwptw¥ 3 {|q}{|fsuh ¦suqug*qup{|yqutwp^°¦bdcfhot|ycfh #qrg0fsuqr³©x {|yqutwp~fsuhTd{|susyq}x.ysu
fhTxhT{Ihych¤pa~gkh tw¥dgktws}%{|p¾yc~%suhT{I¸yt¼{/srqupfhG{|%p~fgkh %tw¥~fsuh¤{|ffsuq}x {MyqrtIpT´t
ycfh ¾pftwg¤{|suq?>Thycqu%~ffftwsrhTg t|¥¨q?>Th
O(n2)
qup
O(n2)
yhT ° ¢ h0vIhy%{|ptM£wh {|sus+tw~p¾tw¥
O(n2)
Eyh ¦¥§twZh ª«c{|~yqu£whTsr*{|fsrqupfv%ychzqug0fsuq²³©xT{MyqrtIp¤~fsuhTT°6bdcfh hz{|h
O(n)
£_{wq}{|srhG¦{|p
hG{wxc¯£M{|q}{|fsuhq}kh g0tM£IhT®qup
O(n2)
yhTT´¦cfh p©xhycfh/«h qr£M{|yqutwp c{I{|yg0tIysuh pv|yc
O(n3)
°
 s²ycftw~vwc{¤qrpfvIsrhk~fsuh{|fsrq}x {|yqutwp¼g¤{_ph hT/suqupfhT{w#yqug0h¥§tw<³p«qupfv{~fftIfsrhTgyt¬#cfq}xc
qryq}%{|ffsuq}x {|srhI´^¬#q²yc¯~fqry{wfsuh0{wsrvItwq²ycfg¤ycfh¤xtaEy%tw¥¨ycfqu4tM£Ih %{/«h qu£_{|yqutwp¾yc{|yqu%{|y4suhT{IEy
tw¥suqrphT{|dsuh pfvwycqrpycfh%q > h4t|¥ycfh%tIfsrhTg ¬#qrsus^h4srqupfhT{w#qrp!ych%srhTpfv|yc!tw¥+ych«h qr£M{|yqutwp^´«{|p©
ch px hopt|y<hªfx h hTyqug0h
O(n3)
° ¢ h4yc~#tI«y{wqrp!ych4¥§twsusrtM¬#qupfv*ycfhTtwh g 
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 X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XfY ≈ ff ∧ XZ ≈ g
→  	

  Y (Xf ≈ ff ∨ Xff ≈ ff) ∧ XZ ≈ g
→∗   (X ≈ f ∨ X ≈ ε) ∧ XZ ≈ g
→  !	!
"
  Z (X ≈ f ∨ X ≈ ε) ∧ (X ≈ g ∨ Xg ≈ g)
→
   (X ≈ f ∨ X ≈ ε) ∧ (X ≈ g ∨ X ≈ ε)
→∗# $%$%'&()$%*+,-. (X ≈ f ∧ X ≈ g) ∨ (X ≈ ε ∧ X ≈ ε)
→ /&	!!. (X ≈ f ∧ X ≈ g) ∨ X ≈ ε
→  !	!
"
  X ((ε ≈ f ∧ ε ≈ g) ∨ ε ≈ ε) ∨ (f ≈ f ∧ f ≈ g)
→∗ ε ≈ ε
→ >
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f(a)
¥§twoy~fhw°bdcfh0hThTpIyqu{wstwqupay%quyc©{My
n
«q hThTpIy%qup«qu£qu«~©{|s6£M{|qu{wfsrhGxT{|p
hhydyt0ycfh{wg0hy~fyc/£M{|su~fh4a!{0g0{|yxchTa~{|yqutwp
Xi(g(yi1, ..., yini)) ≈ h(g(a, ..., a), g(f(a), ..., f(a))).
¢ h¾~©h~xcA{|p hGI~©{MyqutwpytµtI«y{wqrp
ni
£M{|qu{wfsuhT¤¥§tIhG{wxc sutwvIquxT{|sz£M{wq}{|fsuhqup ych U ±QE¶<±·|±
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 b:qrpy{wpxhI´]¬#cfh h
ni
quzycfhp~fgkh ot|¥Uyqrg0hToqryt«x x ~f<qupychkqupEy{|px hw°%»¨su{w~hGz{wh%ycfh p
h hGhTpIyhTa
Zj(g(yij1 , yij2 , yij3 )) ≈ h(g(f(a), a, a), g(a, f(a), a), g(a, a, f(a))),
{wp{|sutwvItw~su¾yt MÎiwiWO·° Dzh h!¬h/~h{«q hThTpIy¤qup«qu£qu«~©{|sd£M{|qu{wfsrh!¥§tw0hG{wxcµt«xTx~fhTpxh!t|¥{
sutwvIquxT{|s«£M{|q}{|fsuhw°6bdc~UhT{Ixc0qrpfqr£q}«~{|s©£M{|qu{wfsrhdt«x x ~f6yE¬#qux hw´Itwpx h#qrp{x su{w~h#t|¥ycfh#³©y¦yE©h
{wp!twpx hoqup¼{0xs}{|~h4t|¥,ycfhhTx twpyEahw°
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QÞp¥Ý{wxyT´Mycfq}6~hG6twpfsu4ych<~f]x {Iht|¥ 3 ia»º2¬#cfhThdxtIpayhªy6£M{|qu{wfsrhG6{|h¨suqrphT{|U{wpkqup«qu£quf~{|s
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bdch<x {wh#¬#qryc{My¨g*taEy
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h sutM¬%´]¬#cfq}xcsrhG{wf
yt¤{My<g0tIy
O(n2)
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